LycEE FENELON BCPST1
ANNEE 2024-2025 A. PANETTA

CORRIGE DU DEVOIR MAISON N°8

2 2
Exercice 1 : Calcul de cos % et sin g

1. On a

2im 2277 2im 8im 2im —2i7m

S=a+a*=e5 +(e5 ) =e5 +e5 =e5 +e s

2
donc | S = 2cos (%) et

2im 2im 4im 6im 4im —4im

T:a2+a3:(eT)2+(€T)3:eT+eT:@T +e s

4
d’ou |T = 2cos (%) .

2.0naS+T =a+a®+ a®+ a*. On reconnait la somme de termes consécutifs
progression géométrique avec a 7é 1 donc

4 —2im 25
& 1—at 2in | — €75 es —1
=e€53 2im = 2im

1 l—a 1—e—5 1—65

dou|S+T = —1|

Par ailleurs, on a
ST = (a+a*)(a® +a*) = a® + a* +a® + d".

6 1247 2 6

Or, on remarque que a® = e 5 =¢e¢5 =aeta” = a®xa =axa = ada

ST:a+a2+a3+a4:S+Td’oﬁ.

3. S et T sont racines du trinome du second degré 2% — (S + Tz + ST = 0, i.e.

‘x2+x—1:0.‘

4. Calculons les racines du trindme 22 +r —1=0.Ona A =1—-4x1x (—=1) =
donc les racines sont

-1-5 —-1+V5

rn=——x<0 et z9=——>0.

2 2
Or, on sait que les racines sont S = 2 cos ( ”) et T = 2cos ( )
<0

vCﬂ

Puisque 2* €0, Z[, cos (&) > 0 et puisque ** €]%, [, cos (&

d’une

donc

5>0

a

2 —1 2 5 —
On en déduit que S = x5 et T' = x1 donc 2 cos (%) = % d’ou| cos <—7T) = V5

21

2T
Enfin, d’apres la relation fondamentale de la trigonométrie, cos? (E) + sin? (—

donc

L, (27 , (27 5-2v5+1 10+2v5 5++56
sin =1l—-cos"|— | =1-— = = .
5 16 16 8
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Puisque 2* €]0, 7[, sin (%) > 0 donc

Sm 27r /5+\/' \/5+

d’ott en multipliant par v/2 au numérateur et au dénominateur,

. (27r) 10+ 25
S111 — =
5 4

Exercice 2 : Une suite récurrente

1. La fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale et on a pour tout x €
R, f'(z) = —2z. En particulier, pour tout x € [0, 1], f’(z) < 0 donc| f est décroissante sur [0, 1].

La fonction f est décroissante et continue sur [0,1] donc f([0,1]) = [f(1), f(0)], d’ou
f([0,1]) = [0,1].

2. Montrons par récurrence que pour tout n € N, u,, € [0, 1].

eInitialisation : v, € [0, 1] d’apres I’énoncé.

eHérédité : Soit n € N. On suppose que u, € [0,1].

D’apres la question précédente, on en déduit que u,.1 = f(u,) € f([0,1]) = [0,1] donc
Unpt1 € [07 1]

On a donc bien montré par récurrence que |pour toutn € N, u, € [0, 1].
3. Soient (z,y) € [0, 1]? avec z < v.

Puisque f est décroissante sur [0,1], on en déduit que f(x) > f(y).

Or, f([0,1]) = [0,1] donc (f(z), f(y)) € [0,1]?, d’ol, par décroissance de f sur [0, 1], on

trouve f(f(z)) < f(f(y)),i.e. fof(x) < fof(y), ce qui prouve que| f o f est croissante sur [0, 1].

On a pour tout n € N, ug(ny1) = Uony2 = f(Uons1) = [ o f(uzn).

e Si uy < ug, puisque f o f est croissante sur [0,1], on a us = fo f(ug) < fo f(ua) = ug
et on montre par une récurrence immédiate que (us,)nen €St croissante.

e Siuy > ug, puisque f o f est croissante sur [0,1], on a us = fo f(ug) = fo f(ua) =
et on montre par une récurrence immédiate que (ug,)nen est décroissante.

Ainsi, dans les deux cas, |la suite (ua, )nen €5t monotone.

On montre de méme que |la suite (t9,11)nen €St monotone.

4. On a pour tout = € [0,1] :

fof(x)—z = f(1—2*)—2 = 1-(1—-2*)?—2 = 1-(1-22%+2Y)—x = —2*+22°—2 = —x(2*—22+1).

Or, pour tout x € [0,1],2°> =2z +1 = (z — 1)(z* + 2 — 1).
Ainsi, pour tout x € [0,1],fo f(z) =2z < fof(r) -z =0« 2z =0o0ux =1 ou

2 +12—-1=0.
5—1 —vo—1
\/_2 G]O,l[eta’:T<

Ce trinome du second degré admet deux racines : o =
0.

V5 —1
2

La fonction f o fadmet donc trois points fixes sur[0,1] : 0, leta = €)0, 1].




5. Puisque o +a—1=0, 0on a a — f(a) = 0 donc « est un point fixe de f.

Ainsi, si ug = «a, on a u; = f(ug) = f(a) = a et on en déduit par une récurrence

immédiate que ‘Vn e N,u, = a.

6. (a)

La fonction f o f est croissante, continue sur [0,1] et on a fo f(0) =0, fo f(a) = «
et fo f(1) =1donc fo f([0,af) = [f o f(0), f o f(a)[= [0, al

Puisque ug € [0, et pour tout n € N,ug,1o = f o f(ug,), on montre par une

récurrence immédiate (similaire a la question 2) que | pour toutn € N, uy, € [0, a.

On a pour tout n € N :
Ua(n+1) — Uon = Ugnta — Usp = f O f(Uon) — Usn = Uy (1 — Usp) (U3, + Uy — 1)

en reprenant le calcul fait en question 4.

On sait que pour tout n € N, uy, € [0, a[C [0, 1] donc ug, = 0 et 1 — uy, > 0.

Par ailleurs, puisque  — 22 + 2 — 1 est un trinéme du second degré de ccefficient
dominant positif et ayant pour racines o < 0 et «, on sait que pour tout z €
[, a], 2> + 2 —1<0.

Puisque pour tout n € N, uy, € [0,a[C [o/, o], alors u3, + ug, — 1 < 0.

Par produit, on en déduit que pour tout n € N, uy(,41) — uz, < 0, donc

la suite (ugy, )nen est décroissante.

La suite (u2,)nen est décroissante et minorée par 0. D’apres le théoreme de la limite
mononote, la suite (ug,)nen converge.

Puisque pour tout n € N, usn41) = f o f(ug,) ot fo f est continue sur [0, 1] et que
pour tout n € N ug, € [0,1], on en déduit que la suite (ug,)nen converge vers un
point fixe de f o f dans [0, 1], c’est & dire vers 0, « ou 1.

Puisque la suite (ug,)nen est décroissante, on a pour tout n € N, uy, < up < o donc

la seule possibilité est | lim wus, = 0.
n—-+00

La fonction f o f est croissante, continue sur [0,1] et on a fo f(0) =0, fo f(a) =«
et fo f(1)=1donc fo f(Ja,1]) =]f o f(e), fo f(1)] =]a,1].

Puisque u; €la, 1] et pour tout n € Njug,13 = f o f(ug,+1), on montre par une

récurrence immédiate (similaire a la question 2) que |pour toutn € N, us, 1 €y, 1.

On a pour tout n € N :

U2(n+1)+1—U2n+1 = U2n 3~ U2nt1 = fof(U2n+1)—U2n+1 = u2n+1(1_u2n+1)(u§n+1+u2n+1_1)

en reprenant le calcul fait en question 4.

On sait que pour tout n € N, ug, 1 €]a, 1] C [0,1] donc ug, +1 > 0 et 1 —ug,iq = 0.
Par ailleurs, puisque x + 2% + 2 — 1 est un trinéme du second degré de ccefficient
dominant positif et ayant pour racines o < 0 et «, on sait que pour tout x €
[, 1], 22 4+ 2 —1 > 0.

Puisque pour tout n € N, ug,41 €], 1], alors u3, 4 + ugns1 — 1 > 0.

Par produit, on en déduit que pour tout n € N, up(,41)41 — Uzn41 = 0, donc

la suite (u2,41)nen st croissante.

La suite (u2,41)nen st croissante et majorée par 1. D’apres le théoreme de la limite
mononote, la suite (ug,+1)nen converge.



Puisque pour tout n € N, up(41)41 = f 0 f(ugn1) o f o f est continue sur [0, 1] et
que pour tout n € N,ug,1 € [0,1], on en déduit que la suite (ug,+1)nen converge
vers un point fixe de f o f dans [0, 1], ¢’est & dire vers 0, « ou 1.

Puisque la suite (ug,11)nen est croissante, on a pour tout n € N ug, 11 = u; > «

donc la seule possibilité est

(c) Puisque lim wgy,
n—+oo

lim Uon+1 = 1.
n—+oo

# lim wg,41, on en déduit que
n—-+oo

la suite (uy, ),en ne converge pas.

7. Siug €]a, 1], les roles de (ugn)nen €t (Uoni1)nen sont inversés par rapport a la question
précédente et on a dans ce cas

lim wy, =1let lim w9, = 0.
n—-4o00

n—-+4o00

Exercice 3 : Systéemes linéaires

1.

r + 2y — 2z =
-2z — 3y + 3z =
T + oy — 2z =

L1+ L1—2Lo

L3« L3+Lo

34 Lo—La+2I4

b

C

X

r + 2y — =z
gl L v+ 2
-y - =z
— 3z = —9a—-2b
y + oz = 6a + b
0 = 3a+b+c

3a

6a + b
—3a + ¢

La derniere ligne montre que ’ le systeme est compatible si et seulement si3a +0+c =0
et dans ce cas,onay=—z+6a+bet x =32 —9a — 2b.

Ainsi, dans le cas ou le systéeme est compatible, il y a une infinité de solutions que sont

{(x7y72>:(32_9a_2b7_2+6a+b,2),2GR}.

2z + y + oz
20 + 13y — 7z
r — y + oz
24x + 20z
12y — 8z

- 4z

A Lo«Lo—ILy 20 + y + z =
p etk 12y — 82 =
c - 3y + z =
13a — b Li«Li+5L5 [ 24z
—a+b Lo Lag2ls 12y
—5a + b+ 8¢

a Li1<12L1—L»>

L3+AL3+L
—a+b T

—a—+ 2c
= —12a + 4b+ 40c¢
= 9a — b — 16¢
4z = —ba + b+ 8¢

On constate que le systéme est compatible pour tout (a,b,c) € R? et 'unique solution

du systeme est

B a b 5 3a b 4c ba b 5
<$vy’z>—(§ st T TR 3T 1 )
4z — t = a v + y + 2z + 2
3r + y + 2z 4+ 2t = b Lol 4z — t
y — 2z + t = ¢ y — 2z + t
2t = d 2t



3rx + y + 2z 4+ 2 =

y — 22 + t =

4z — t =

2t =

3r + y = b—d—

v = c—§+
z =
t —

_ 3a

3x = =5+
& 4 B
z =
t =

Ainsi, le systéme est compatible pour tout (a,
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,c,d) € R* et 'unique solution du systéme

N | Q00| Qb | Qb Q.



